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SIUTE définie par une FONCTION - RECURRENCE
QUELQUES RAPPELS

» Toute suite croissante et majorée est convergente
» Toute suite décroissante et minorée est convergente
» lim a"=0Si-1<a<1

n—-+oo

EXERCICE

1) Démontrer par récurrence que Vn € IN*,ona : Y;_, k? = M—""%"—J'—I—} 0,75pt
2) En utilisant la question précédente, calculer la somme S = 92+102+112+, +182,
0,75pt
3) Soit h la fonction définie sur | = [1;2] par h(x) = 3:‘::
a) Montrer que h réalise une bijection de | vers un intervalle de J & préciser.
0,5pt
b) Montrerque ¥x €1 |h'(x) | € E 0,5pt
. : UU =1
4) Soit (Un) la suite définie par : {U _ 3Up+2 YR EIN
1™ y.42
a) Montrerque Yn € IN, 1< U, < 2 0,5pt
b) Montrer que Yn € IN, U, € U1 0,5pt

c) Quelle conjecture pouvez-vous, faire sur la convergence de la suite (Un) ?
d) Démontrer que Vn € IN, |Upey — 2| S |Up=2[.  0,5pt

e) En déduire que|U, — 2| < (%)’ 0,5pt
f) Déterminer la limite de la suite (Us). = 0,25pt

1)’ Démontrons par récurrence que Vin € N, Y2 | k% = w
Soit P(n): K Vn € N*, Yp_, k? = w >
e Aurangl
1a+D@Ex1+D _ 6 1arD@xLD

Yikt=12=1; ldoncYi_ k% = ainsi P (1) vraie

6 6
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e Hérédité

Supposons p(n) vraie pour n € N* et montrons que P(n+1) I'est aussi, c’est-a-dire

Zn+1 k2 (n+1)(n+2)(2n+3)
6

n(n+1)(2n+1)
6

Y2 = (n 41) ["(2"“) 6("“)] (”“) (2n2+7n+6). A= 72 — 4(2)(6) = 1

—7 =il —-7+1 3
= —=donc
2(2) 2

Eneffet, Y1 k2 = Y0 k2 + (n+ 1)? = + (n + 1)?

ny = 22 —_2,n2=

_ (n+1)(n+2)(2n+3)

2n2+7n+6=2(n+2)(n+z) (n+2)(2n + 3) D'ou Y1 k2

P (n+1) vraie

6

nn+1)(2n+1)
6

e Conclusion: V7 e N', )l k%=
2) Calculons S =92 +10% + 112 + --- + 182
SOientP:12+22+32+...+182etQ=12+22+32+.“+820naP=Q+S_)

_18(18+1)(2x18+1)
i 6

8(8+1)(2x8+1)
6

=204

S=P—QorP =38 k? =2109;Q =Y8_,k*=

Donc S = 2109 — 204 = 1905.

3a) Montrons que h réalise une bijection de I'vers J a déterminer

3(x+2)=(3x+2)

h est continue et dérivable sur | comme fonction rationnelle etona: h'(x) = T

3x+6-3x-2 4
x+2)2 (x+2)2

bijection, h réalise une bijection de | vers h(I) = h([1;2]) = [h(1) ; h(2)] = E ;2] .

> 0 donc h est strictement croissante sur |, d’apres le théoréme de la

3b) Montrons que Vx € L, |h'(x)| <

\OI-{B

Onah(x)—m,xel<—>1Sx£2—>3£x+2£4—>9£(x+2)2S16—>
1 1 1 4 4 4 4 1 4
— - — < - ——< =< < < =
6~ (x+2)2 — 9 16_(x+2)2_9_) 9—4—h(x) « |h(x)|—9
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4a) DémontronsqueVn eN,1 < U, <2
Procédons par récurrence. SoitQ(n): K VneN,1<U, <2 >»
e Aurang0
Uy=1;1<1<2<1<Uy<2doncQ(0)vraie
e Hérédité
Supposons Q(n) pour n € N et montrons que Q(n+1) I'est aussi, c’est-a-dire 1 < U,,;; < 2.

Par Hypothese de récurrence ; 1 < U, < 2 or h est strictement croissante donc

h(1)Sh(Un)Sh(Z)egs%sz<—>1s§sun+1sz—>1sun+1szoonca(n+1)

vraie.
® Conclusion:Vn e N, 1 <U,6 <2
4b) Montrons que Vvn e N, U, < U,

Procédons par récurrence. SoitT(n): K VneN,1<U, <2>»

e Aurang0
U0=1;U0+1=M=E;onalsg<—>UOSUldoncT(O)vraie
Up+2 3 3

e Hérédité
Supposons T(n) pour n € N et montrons que T(n+1) I'est aussi, c’est-a-dire U,;11 < Up 2.

Par Hypothese de récurrence ; U, < U,;; h étant croissante, ona: h(U,) < h(U,4,) or
h(U,) = Upy1 et h(Upyq) = Upipdonc Uy < Upyo Ainsi, Q(n+1) vraie.

e Conclusion:Vne N, U, =U,
4c) Conjecture sur la convergence de la suite (U,,)
D’apres la question 4b, U,, < U, donc (U,,) est croissante
D’aprés la question 4a, 1 < U, < 2 donc (U,,) est majorée par 2.

Ainsi (U,,) est convergente.

4d) Démontrons queVvn e N, |U,,1 — 2| < g |U,, — 2|
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\ . . (. 4, .
D’apres la question 3, h est continue, dérivable surletona |h'(x)| < 5 d’apreés la question 4a,

,1<U, <2 e U, €1.Enappliquant I'inégalité des accroissement finis sur [U, ; 2] ona:

4
h(2) = RUDI S 512 = Upl © 12 = Unia S 12 = Unl & |U, g — 2] = [ |U, — 2]
P Mn\"
4e) Déduisons que |[U, — 2| < (5)

De ce qui précede, |Uyy1 — 2| < §|Un —2|Ona:

1Un = 21 < 31Up-s= 2|

4
U, =2| < |U=2
Uy =2] < U, — 2|

4\" 4\" 4\"
Un =21 < () Wo =21 = U —2 < (5) 11 -2 = U — 2] < (5)
4f) Limite de la suite (U,,)

n n
De ce qui précede, |U,, — 2| < (g) ; lim G) =0car—1< % <1ldonc lim U, =2

n—-+oo n—->+oo
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